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实验性研究：线性回归

• 回归方法可以有效应用于实验和观察性研究来估计因果效
应。在因果推断中, 回归方法的自变量包括接受治疗的指标
变量 Wi, 通常还包括一些治疗前变量 Xi 。

• 回归方程的参数通过最小二乘法估算, 我们主要关注治疗指
标的系数。本方法中考虑的回归模型使用超总体视角。

• 在条件均值的模型中, 我们主要关注平均治疗效果, 是统计
模型的一个参数, 即可以被视为统计模型参数的推断问题。

• 在当前完全随机实验的背景下, 我们主要关注对于平均治疗
效果的最小二乘估计量的大样本无偏性, 而非线性模型的有
效性, 即模型是否提供条件均值的准确描述。
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线性回归：不纳入协变量情形

• 首先不考虑将协变量 Xi 纳入回归模型, 此时线性模型的解
释变量只有个体接受治疗的指标 Wi, 建立观察结果 Yobs

i 的
模型如下:

Yobs
i = α + τ ⋅ Wi + εi

• 其中 εi 是无法观测的残差项, τ 的最小二乘估计基于 α 和 τ
的残差平方和最小化:

(τ̂ols
, α̂

ols) = argmin
τ,α

N

∑
i=1

(Yobs
i − α − τ ⋅ Wi)2
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线性回归：不纳入协变量情形

• 解得:

τ̂
ols =

∑N
i=1 (Wi − W̄) ⋅ (Yobs

i − Ȳobs)
∑N

i=1 (Wi − W̄)2 , 以及α̂ols = Ȳobs−τ̂ols⋅W̄

其中

Ȳobs = 1
N

N

∑
i=1

Yobs
i 以及 W̄ = 1

N

N

∑
i=1

Wi =
Nt
N

• 此时, 平均治疗效果的最小二乘估计 τ̂ols 与有限样本情形下
的自然估计量 τ̂dif 相同:

τ̂
ols = Ȳobs

t − Ȳobs
c = τ̂dif

其中 Ȳobs
t = ∑i∶Wi=1 Yobs

i /Nt 和 Ȳobs
c = ∑i∶Wi=0 Yobs

i /Nc 分别
是治疗组和对照组的观测潜在结果均值。
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线性回归：不纳入协变量情形

• 除了点估计以外, 我们希望能够估计最小二乘估计 τ̂ols 的样
本方差以及置信区间。

• 首先考虑治疗组和对照组的方差同质化假设:
σ

2
Y∣W = σ2

c = σ2
t , 此时最小二乘回归方法的残差项的方差估

计为:

σ̂
2
Y∣W = 1

N − 2

N

∑
i=1
ε̂

2
i = 1

N − 2

N

∑
i=1

(Yobs
i − Ŷobs

i )2

其中残差的点估计是 ε̂i = Yobs
i − Ŷobs

i , 观测结果 Ŷobs
i 的预测

值是:

Ŷobs
i = {α̂ols if Wi = 0

α̂
ols + τ̂ols if Wi = 1
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线性回归：不纳入协变量情形

• 最小二乘估计的方差估计为:

σ̂
2
Y∣W = 1

N − 2 ( ∑
i∶Wi=0

(Yobs
i − Ȳobs

c )2
+ ∑

i∶Wi=1
(Yobs

i − Ȳobs
t )2)

该结果与同质化假设的 s2 相同, 即治疗组和对照组的同质
化样本方差。

• 因此, 在治疗组和对照组的方差同质化假设下, 最小二乘估
计 τ̂ols 的样本方差估计为:

V̂homosk =
σ̂

2
Y∣W

∑N
i=1 (Wi − W̄)2 = s2 ⋅ ( 1

Nc
+

1
Nt

)
该结果与 V̂const 相同, 由于常数治疗效果的假设隐含了线性
模型中的方差同质化假设。
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线性回归：不纳入协变量情形

• 此外, 考虑该估计的相合性, 设 p 是样本量趋于无穷时个体
的倾向性得分 ei, 则随着样本量的增加, 归一化的样本方差
估计量依概率收敛于真实样本方差:

N ⋅ V̂homosk p
⟶

σ
2
Y∣W

p ⋅ (1 − p)
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线性回归：不纳入协变量情形

• 接下来考虑异质性方差时, 最小二乘估计的样本方差的一个
稳健估计:

V̂hetero =
∑N

i=1 ε̂
2
i ⋅ (Wi − W̄)2

(∑N
i=1 (Wi − W̄)2)2

其中

s2
c = 1

Nc − 1 ∑
i∶Wi=0

(Yobs
i − Ȳobs

c )2
, s2

t = 1
Nt − 1 ∑

i∶Wi=1
(Yobs

i − Ȳobs
t )2
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线性回归：不纳入协变量情形

• 因此, 在治疗组和对照组的方差异质化假设下, 最小二乘估
计 τ̂ols 的样本方差估计为:

V̂hetero = s2
c

Nc
+

s2
t

Nt

• 该结果与 V̂neyman 相同, 因此, 在不引入协变量时, 回归方法
的样本方差与奈曼重复抽样方法得到的样本方差估计大致相
同。
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线性回归：纳入协变量情形

• 若在线性模型中考虑协变量, 观测结果的回归模型为:

Yobs
i = α + τ ⋅ Wi + Xiβ + εi

其中 Xi 是个体 i 的协变量向量, 使用最小二乘法来估计回归
系数:

(τ̂ols
, α̂

ols
, β̂

ols) = argmin
τ,α,β

N

∑
i=1

(Yobs
i − α − τ ⋅ Wi − Xiβ)2

• 类似地, 考虑超总体视角, 用上标 ∗ 表示超总体中的最小二
乘结果:

(α∗, τ∗, β∗) = argmin
α,β,τ

E [(Yobs
i − α − τ ⋅ Wi − Xiβ)2]
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线性回归：纳入协变量情形

• 在线性模型中考虑协变量时: 首先, 有限样本中的最小二乘
回归 τ̂ols 是超总体的治疗效果 τsp 的无偏估计, 且超总体在
期望意义下的最小二乘回归 τ∗ 与超总体的治疗效果 τsp 等
价; 此外, 有限样本中的最小二乘回归 τ̂ols 依分布收敛到超
总体的治疗效果 τsp

• 考虑在超总体中进行有限抽样, 在该有限样本集上进行的完
全随机试验, 则有: τ∗ = τsp 且

√
N⋅(τ̂ols − τsp) d

⟶ N
⎛⎜⎜⎜⎝0,

E [(Wi − p)2 ⋅ (Yobs
i − α∗ − τsp ⋅ Wi − Xiβ

∗)2]
p2 ⋅ (1 − p)2

⎞⎟⎟⎟⎠
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线性回归：纳入协变量情形

• 基于以上的观点, 无论模型的线性假设是否正确, 回归方法
都具有无偏性和相合性。

• 然而, 当协变量能够从一定程度上解释潜在因果时, 会导致
Vsp (Yi(w) ∣ Xi = x) = σ2

YW,X 显著小于未纳入协变量考虑的
条件方差 σ2

Y∣W , 此时纳入协变量的线性模型会使治疗效果的
最小二乘估计更加稳健。
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线性回归：纳入协变量情形

• 此时, 平均治疗效果的样本方差可以使用最小二乘方法进行
估计, 在方差异质性和同质性假设下, 样本方差分别为:

V̂hetero
sp = 1

N (N − 1 − dim (Xi)) ⋅∑
N
i=1 (Wi − W̄)2

⋅ (Yobs
i − α̂ols − τ̂ols − Xiβ̂

ols )2

(W̄ ⋅ (1 − W̄))2

以及

V̂homo
sp = 1

N (N − 1 − dim (Xi)) ⋅
∑N

i=1 (Yobs
i − α̂ols − τ̂ols − Xiβ̂

ols)2

W̄ ⋅ (1 − W̄)
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线性回归：含交互作用情形

• 在考虑将协变量纳入线性模型中时, 如果我们预期协变量和
结果之间的关联因治疗状态而异, 可以考虑协变量与治疗指
标的交互作用。含交互作用的模型可以进一步提高估计器的
精度, 同时提升了错误指定模型的鲁棒性, 此时回归模型如
下:

Yobs
i = α + τ ⋅ Wi + Xiβ + Wi ⋅ (Xi − X̄) γ + εi

• 设 α̂ols
, τ̂

ols
, β̂

ols 和 γ̂ols 是以上模型的最小二乘回归结果:

(τ̂ols
, α̂

ols
, β̂

ols
, γ̂

ols ) = arg min
τ,α,β,γ

N

∑
i=1

(Yobs
i − α − τ ⋅ Wi − Xiβ − Wi ⋅ (Xi − X̄) γ)2
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线性回归：含交互作用情形

• 此外, 设 α∗, τ∗, β∗, 和 γ∗ 是超总体视角下对应的回归结果:

(α∗, τ∗, β∗, γ∗) = arg min
α,β,τ,γ

Esp [(Yobs
i − α − τ ⋅ Wi − Xiβ − Wi ⋅ (Xi − µX) γ)2]

则我们有类似的结论, 证实该模型的无偏性和相合性。
• 考虑在超总体中进行有限抽样, 在该有限样本集上进行的完
全随机试验, 则有: τ∗ = τsp 且√

N ⋅ (τ̂ols − τsp) d
→ N⎛⎜⎜⎜⎝0,

Esp [(Wi − p)2 ⋅ (Yobs
i − α∗ − τsp ⋅ Wi − Xiβ

∗ − Wi ⋅ (Xi − µX) γ∗)2]
p2 ⋅ (1 − p)2

⎞⎟⎟⎟⎠
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检验因果效应：平均效果为零

• 此外, 对于治疗效果相关的回归系数, 需要进行假设检验来
判断治疗效果的显著性。若以上模型被正确指定, 则在超总
体观点下:

Esp [Yobs
i ∣ Xi = x,Wi = w] = α + τ ⋅ w + xβ + w ⋅ (x − µX) γ′

• 首先考虑在所有协变量相同的条件下, 平均治疗效果为零的
假设检验:

H0 ∶ Esp [Yi(1) − Yi(0) ∣ Xi = x] = 0, ∀x

以及备择假设:

Ha ∶ Esp [Yi(1) − Yi(0) ∣ Xi = x] ≠ 0, 对于某些x
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检验因果效应：平均效果为零

• 此时, 若零假设 E [Yi(1) − Yi(0) ∣ Xi = x] = 0 对所有 x 均成
立, 则超总体中的回归系数 τsp 和 γ

∗ 均为零; 反之则不成立,
即使回归系数 τsp 和 γ

∗ 均为零, 零假设仍有可能被违背, 即
对于某些 x, E [Yi(1) − Yi(0) ∣ Xi = x] 不等于 0 。

• 考虑回归系数 (τ̂ols
, γ̂

ols) 的协方差矩阵:

Vτ,γ = ( Vτ Cτ,γ
CT
τ,γ Vγ

)
可以构造如下的统计量:

Qzero = ( τ̂ols

γ̂
ols )T

V̂−1
τ,γ ( τ̂ols

γ̂
ols )
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检验因果效应：平均效果为常数

• 同理, 考虑对治疗效果为常数的另一种假设检验:

H′
0 ∶ Esp [Yi(1) − Yi(0) ∣ Xi = x] = τsp, ∀x

以及备择假设:
H′

a ∶ ∃x0, x1, 使得
Esp [Yi(1) − Yi(0) ∣ Xi = x0] ≠ Esp [Yi(1) − Yi(0) ∣ Xi = x1].

• 可以构造如下的统计量:

Qconst = (γ̂ols )T
V̂−1
γ γ̂

ols
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检验因果效应：渐近统计量

• 考虑在超总体中进行有限抽样, 在该有限样本集上进行的完
全随机试验。

• 若存在常数 τ, 使得对于所有个体均有 Yi(1) − Yi(0) = τ, 则
有: γ∗ = 0 且 Qconst

d
⟶ X (dim (Xi))

• 若对于所有个体均有 Yi(1) − Yi(0) = 0, 则有:
Qzero

d
⟶ X (dim (Xi) + 1)
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LRC-CPPT 胆固醇数据

• 实验介绍：随机实验，研究消胆胺对胆固醇水平的影响
• 实验对象：Nt = 165 接受消胆胺药物和 Nc = 172 接受安慰
剂

• 协变量：chol1，在对全部 337 个体宣传关于低胆固醇饮食
益处的信息之前的胆固醇水平；chol2，是在这一建议之后，
但在随机分配给消胆胺或安慰剂之前。

• cholp = 0.25⋅ chol1 +0.75⋅ chol2
• 潜在结果：主要结果 cholf，是随机分组后胆固醇读数的平
均值，次要结果 comp，是依从性度量，即个体实际服用的
名义上指定剂量的胆胺或安慰剂的百分比。
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LRC-CPPT 胆固醇数据

图 1: PRC-CPPT 胆固醇数据的描述性估计
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LRC-CPPT 胆固醇数据

图 2: PRC-CPPT 胆固醇数据平均治疗效果的回归估计
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LRC-CPPT 胆固醇数据

图 3: PRC-CPPT 胆固醇数据中平均治疗效果的回归系数
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LRC-CPPT 胆固醇数据

图 4: 常数和零因果效应假设检验的 P 值
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1 实验性研究：线性回归

2 实验性研究：基于模型的推断方法

3 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

4 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

5 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用

6 总结
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实验性研究：基于模型的推断方法

• 考虑基于模型的推断方法, 即使是在有限样本集中, 我们依
然将潜在结果视为随机变量, 所以它们的任何函数也将是随
机变量。

• 为所有潜在结果建立一个随机模型, 它通常依赖于一些未知
的参数, 通过贝叶斯方法, 使用假设模型来估算给定观察数
据的缺失潜在结果, 并使用这些结果来对感兴趣的统计量进
行推断。

• 在某种程度上, 所有因果推断的方法都可以被视为插补方法,
因为任何因果效应的估计都依赖于缺失的潜在结果, 所以基
于模型的推断方法的本质是对这些缺失的潜在结果的估计。

• 一般来讲, 与费希尔的精确 P 值方法、奈曼的重复抽样方法
或是回归方法相比, 基于模型的方法非常灵活。
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实验性研究：基于模型的推断方法

• 例如, 该方法可以有效适应各种对因果效应估计的统计量
τ = τ(Y(0),Y(1),X,W), 通过对缺失的潜在因果的估计, 实
验者可以推断中感兴趣的统计量分布。

• 考虑在没有纳入协变量的完全随机实验中基于贝叶斯模型的
推理方法, 该方法的主要目的是为缺失的潜在结果建立一个
模型 f (Ymis ∣ Yobs

,W), 由此可以导出感兴趣的估计
τ = τ(Y(0),Y(1),W) 的分布, 也可以用观察到的和缺失的潜
在结果来表示估计该估计 τ = τ (Ymis

,Yobs
,W) .
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基于模型的推断方法：输入潜在结果分布

• 基于模型的推断方法的第一个输入是潜在结果 (Y(0),Y(1))
的联合分布 f (Y(0),Y(1) ∣ θ) 。由德·费内蒂定理 (de
Finetti’s theorem), 在矩阵 (Y(0),Y(1)) 的行可交换的条件
下, 可以不失一般性, 将 (Y(0),Y(1)) 的联合分布建模为独
立同分布的个体分布的乘积:

f (Y(0),Y(1)) = ∫
N

∏
i=1

f (Yi(0),Yi(1) ∣ θ) ⋅ p(θ)dθ

其中 θ 是一个未知的有限维参数, θ ∈ Θ, 且 p(θ) 是先验的
边际分布。
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基于模型的推断方法：输入先验参数

• 基于模型的推断方法的另一个输入则是参数 θ 的先验分布
p(θ).

• 这里常常将治疗组和对照组的均值考虑服从正态分布, 而方
差服从逆卡方分布（inverse chi-square distribution）。
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Lalonde NSW 职业培训数据

• 实验介绍：随机实验，评估职业培训计划对收入的影响
• 实验对象：在劳动力市场上处于实质性劣势的男性，大多数
人的劳动力市场历史非常糟糕，很少有长期就业的情况。

• 协变量：年龄（age）、受教育年限（education）、是否已婚
（married）、他们是否高中辍学（nodegree）和种族（black）。
两个衡量培训前收入的指标：第一个是 1975 年的收入
（earn’75），第二个是培训前十三到二十四个月的收入
（earn’74）。1975 年的零收入指标（earn’75=0），以及随机接
受或不接受培训前 13 至 24 个月的零收入指标
（earn’74=0）。
• 潜在结果：项目后劳动力市场指标，1978 年的收入
（earn’78）。
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Lalonde NSW 职业培训数据

图 5: Lalonde NSW 职业培训数据的描述性估计
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Lalonde NSW 职业培训数据

图 6: 对照组个体 1978 年收入直方图
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Lalonde NSW 职业培训数据

图 7: 治疗组个体 1978 年收入直方图
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Lalonde NSW 职业培训数据：前六个样本分析

图 8: NSW 职业培训数据的前六个样本
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Lalonde NSW 职业培训数据：前六个样本分析
•

τfs = τ(Y(0),Y(1)) = 1
6 ⋅

6

∑
i=1

(Yi(1) − Yi(0))
•

Yi(0) = { Ymis
i if Wi = 1,

Yobs
i if Wi = 0,

and Yi(1) = {Ymis
i if Wi = 0

Yobs
i if Wi = 1

•

τfs = τ̃ (Yobs
,Ymis

,W)
= 1

6 ⋅
N

∑
i

((Wi ⋅ Yobs
i + (1 − Wi) ⋅ Ymis

i ) − ((1 − Wi) ⋅ Yobs
i + Wi ⋅ Ymis

i ))
= 1

6 ⋅
N

∑
i=1

((2 ⋅ Wi − 1) ⋅ (Yobs
i − Ymis

i ))
•

τ̂ = τ̃ (Yobs
, Ŷmis

,W) = 1
6 ⋅

N

∑
i=1

((2 ⋅ Wi − 1) ⋅ (Yobs
i − Ŷmis

i ))
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Lalonde NSW 职业培训数据：前六个样本分析：均值填补法

图 9: NSW 职业培训数据的前六个样本分析：均值填补法
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因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用 38 / 97



实验性研究：线性回归 实验性研究：基于模型的推断方法 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments） 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments） 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用 总结

Lalonde NSW 职业培训数据：前六个样本分析：抽样法

图 10: NSW 职业培训数据的前六个样本分析：抽样法
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基于模型的推断方法：Step 1：推导 f (Ymis ∣ Yobs
,W, θ)

• 将给定潜在结果下分配机制的条件分布 Pr(W ∣ Y(0),Y(1))
和给定参数 θ 下潜在结果的条件分布 f (Y(0),Y(1) ∣ θ) 结
合, 得到给定参数 θ 下 (W,Y(0),Y(1)) 的联合分布:

f (Y(0),Y(1),W ∣ θ) = Pr(W ∣ Y(0),Y(1), θ)⋅ f (Y(0),Y(1) ∣ θ)
• 推导给定参数 θ 时 f (Y(0),Y(1) ∣ W, θ) 的条件分布:

f (Y(0),Y(1) ∣ W, θ) = f (Y(0),Y(1),W ∣ θ)
Pr(W ∣ θ) = f (Y(0),Y(1),W ∣ θ)

∫ f (Y(0),Y(1),W ∣ θ)dY(0)dY(1)
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基于模型的推断方法：Step 1：推导 f (Ymis ∣ Yobs
,W, θ)

• 完全随机实验的假设使得分配机制 W 与潜在结果(Y(0),Y(1)) 无关, 因此该条件分布与只给定参数 θ 下的条
件分布等价:

f (Y(0),Y(1) ∣ W, θ) = f (Y(0),Y(1) ∣ θ)
• 事实上, 对于所有正规随机实验, 上式均成立。然后考虑将
给定分配机制 W 和参数 θ 下潜在结果 (Y(0),Y(1)) 的分
布, 转换为给定观测潜在结果 Yobs 、分配机制 W 和参数 θ
下的缺失潜在结果 Ymis 的分布, 由于:

Yobs
i = { Yi(0) if Wi = 0,

Yi(1) if Wi = 1, Ymis
i = {Yi(0) if Wi = 1

Yi(1) if Wi = 0
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基于模型的推断方法：Step 1：推导 f (Ymis ∣ Yobs
,W, θ)

• 从而 (Ymis
,Yobs) 可以看成是 (Y(0),Y(1),W) 的变换, 即(Ymis

,Yobs) = g(Y(0),Y(1),W) 。使用该变换, 可以得到给
定 W 和 θ 下的 (Ymis

,Yobs) 的联合分布:

f (Ymis
,Yobs ∣ W, θ)

• 从而

f (Ymis ∣ Yobs
,W, θ) = f (Ymis

,Yobs ∣ W, θ)
f (Yobs ∣ W, θ) =

f (Ymis
,Yobs ∣ W, θ)

∫ymis f (ymis,Yobs ∣ W, θ)dymis

由此得到了给定观测潜在结果 Yobs 、分配机制 W 和参数 θ
下的缺失潜在结果 Ymis 的后验分布。
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基于模型的推断方法：Step 2：推导参数 θ 的后验分布
p (θ ∣ Yobs

,W)
• 将参数 θ 的先验分布 p(θ) 与给定参数 θ 下观测结果的分布
结合得到参数 θ 的后验分布 p (θ ∣ Yobs

,W) 。考虑第一步中
推导的 θ, f (Ymis

,Yobs ∣ W, θ) 关于缺失潜在结果的积分, 可
以得到给定参数 θ 下观测结果的边际分布, 即似然函数:

L (θ ∣ Yobs
,W) ≡ f (Yobs

,W ∣ θ) = ∫
ymis

f (ymis
,Yobs

,W ∣ θ)dymis
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基于模型的推断方法：Step 2：推导参数 θ 的后验分布
p (θ ∣ Yobs

,W)
• 将似然函数与参数的先验分布 p(θ) 结合可以得到参数的后
验分布:

p (θ ∣ Yobs
,W) = p(θ) ⋅ L (θ ∣ Yobs

,W)
f (Yobs,W)

• 其中 f (Yobs
,W) 是通过对参数 θ 积分得到的 (Y,W) 的边

际分布:

f (Yobs
,W) = ∫

θ
p(θ) ⋅ L (θ ∣ Yobs

,W) dθ
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基于模型的推断方法：Step 3：推导缺失潜在结果的后验分布
f (Ymis ∣ Yobs

,W)
• 将给定 (Yobs

,W, θ) 的条件下 Ymis 的分布与参数 θ 的后验

分布结合, 可以得到给定 (Yobs
,W) 的条件下, (Ymis

, θ) 的
分布:

f (Ymis
, θ ∣ Yobs

,W) = f (Ymis ∣ Yobs
,W, θ) ⋅ p (θ ∣ Yobs

,W)
• 接下来对 θ 可以得到给定 (Yobs

,W)的条件下, Ymis 的分布:

f (Ymis ∣ Yobs
,W) = ∫

θ
f (Ymis

, θ ∣ Yobs
,W) dθ

从而得到给定观测潜在结果的条件下, 缺失潜在结果的后验
分布。
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基于模型的推断方法：Step 4：推导估计量的后验分布
f (τ ∣ Yobs

,W)
• 最后, 使用给定观测潜在结果的条件下, 缺失潜在结果的后
验分布 f (Ymis ∣ Yobs

,W) 以及观测数据 (Yobs
,W) 来得到

给定观测结果的条件下, 我们感兴趣的估计量的分布。
• 估计量的一般形式为 τ = τ(Y(0),Y(1),W), 可以将 τ 重写
为观测潜在结果、确实潜在结果和治疗指标的函数
τ̃ (Ymis

,Yobs
,W) 。

• 与给定 (Yobs
,W) 的条件下 Ymis 的分布相结合, 可以得到

给定 (Yobs
,W) 的条件下 τ 的后验分布 f (τ ∣ Yobs

,W) 。
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1 实验性研究：线性回归

2 实验性研究：基于模型的推断方法

3 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

4 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

5 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用

6 总结
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分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

• 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）是完全
随机试验的直接推广, 设层数为 J,N( j),Nc( j) 和 Nt( j) 分别
是层 j 内的总样本数, 对照组样本数和治疗组样本数。对
j = 1, . . . , J, 设 Gi ∈ {1, . . . , J} 是个体 i 所在的层, 记
Bi( j) = 1Gi= j 是示性函数, 若个体 i 在层 j 则取值为 1 , 否
则为 0 。

• 在层 j 内有 ( N( j)
Nt( j) ) 种可能的分配机制, 因此分配机制为:

Pr(W ∣ S,Y(0),Y(1)) = J

∏
j=1

( N( j)
Nt( j) )−1

for W ∈ W+

其中

W+ = {W ∈ W ∣ N

∑
i=1

Bi( j) ⋅ Wi = Nt( j) 对于 j = 1, . . . , J}
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分层随机试验:Fisher 精确 P 值方法

• 总体来讲, 在分层随机实验中, 估计总体因果效应的思想是
先估计每个层 j 内的因果效应, 然后进行加权得到总体的因
果效应估计:

T dif ,λ =
»»»»»»»»»»»

J

∑
j=1
λ( j) ⋅ (Ȳobs

t ( j) − Ȳobs
c ( j))»»»»»»»»»»»

• 第一个自然的想法是使用每个层内的人数进行加权:

λ( j) = N( j)
N , 从而T dif ,λRSS =

»»»»»»»»»»»
J

∑
j=1

N( j)
N ⋅ (Ȳobs

t ( j) − Ȳobs
c ( j))»»»»»»»»»»»
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分层随机试验:Fisher 精确 P 值方法

• 第二个权重的选择依赖于每个层 j 内, 在治疗组与对照组遵
从同方差假设时, 可以先估计出每个层 j 的治疗效果的方差,
然后使用方差的倒数进行加权:

λ
opt( j) = N( j) ⋅ Nt( j)

N( j) ⋅ Nc( j)
N( j)

∑J
k=1 N(k) ⋅ Nt(k)

N(k) ⋅ Nc(k)
N(k)

• 从而

T dif,λopt =
»»»»»»»»»»»» 1
∑J

j=1 N( j) ⋅ Nt( j)
N( j) ⋅ Nc( j)

N( j)
J

∑
j=1

N( j) ⋅ Nt( j)
N( j) ⋅

Nc( j)
N( j) ⋅ (Ȳobs

t ( j) − Ȳobs
c ( j))»»»»»»»»»»»»
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分层随机试验:Fisher 精确 P 值方法

• 该权重的选择通常会导致一个更鲁棒的估计, 从一定程度上
解决了由于层内接受治疗和对照的样本不平衡导致的估计不
稳健。

• 例如两个层的人数相同, 其中一个层的倾向得到接近 0.5, 而
另一个层的倾向得分接近 1 ∶ 若使用每个层内的人数进行加
权, 则将会赋予这两个层相等的权重, 但是显然倾向得分接
近 1 的层将导致层内效果估计的不稳健。
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分层随机试验:Fisher 精确 P 值方法

• 此外, 还可以使用个体 i 在其所在层内的秩排序 Rstrat
i 进行

加权:

Rstrat
i = ∑

i′∶Gi′=Gi

1Yobs
i′

<Yobs
i

+
1
2
⎛⎜⎜⎝1 + ∑

i′∶Gi′=Gi

1Yobs
i′

=Yobs
i

⎞⎟⎟⎠−N (Gi) + 1
2

• 对于接受治疗和对照的个体, 分别计算该秩排序的差异, 得
到统计量:

T rank, stratum = »»»»»R̄strat
t − R̄strat

c
»»»»»

其中, R̄strat
t 和 R̄strat

c 分别是治疗组和对照组的层内标准化秩
排序的平均值。
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分层随机试验:Neyman 重复抽样法

• 由于不同层内个体的治疗分配是独立的, 因此奈曼重复抽样
方法在分层随机实验中的推广是自然的。考虑有两个层, 分
别是男性（male）和女性（female）。对于女性所在的层, 一
个自然的对于层内治疗效果 τfs( f ) 的无偏估计量是:

τ̂
dif( f ) = Ȳobs

t ( f )−Ȳobs
c ( f ) = 1

Nt( f ) ∑
i∶Gi= f

Wi⋅Y
obs
i −

1
Nc( f ) ∑

i∶Gi= f

(1 − Wi)⋅Yobs
i

• 在分配机制的随机化意义下, 该统计量的方差为:

VW (τ̂dif( f )) = S 2
c( f )

Nc( f ) +
S 2

t ( f )
Nt( f ) −

S 2
ct( f )

N( f )
对于男性所在的层, 有类似的结论。
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分层随机试验:Neyman 重复抽样法

• 接下来考虑总体的平均治疗效果:

τfs =
N( f )

N( f ) + N(m) ⋅τfs( f )+ N(m)
N( f ) + N(m) ⋅τfs(m) = 1

N

N

∑
i=1

(Yi(1) − Yi(0))
• 由于 τ̂dif( f ) 和 τ̂dif(m) 的无偏性, 我们得到了对于总体平均
治疗效果 τfs 的一个无偏估计量:

τ̂
strat = N( f )

N( f ) + N(m) ⋅ τ̂dif( f ) + N(m)
N( f ) + N(m) ⋅ τ̂dif(m)
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分层随机试验:Neyman 重复抽样法

• 对于该统计量, 由于层之间分配机制的独立性, 因此:

VW (τ̂strat) = ( N( f )
N( f ) + N(m))2

⋅ VW (τ̂ f ) + ( N(m)
N f + N(m))2

⋅ VW (τ̂m)
= ( N( f )

N( f ) + N(m))2
⋅ (S c( f )2

Nc( f ) +
S 2

t ( f )
Nt( f ) −

S 2
ct( f )

N( f ) )
+ ( N(m)

N( f ) + N(m))2
⋅ (S c(m)2

Nc(m) +
S 2

t (m)
Nt(m) −

S 2
ct(m)

N(m) )
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分层随机试验:Neyman 重复抽样法

• 如前所述, 我们没有直接的方法来估计个体潜在结果差异的
方差。然而可以通过忽略这一项来得到总体平均治疗效果的
估计量的采样方差的一个保守估计。

• 通过估计两个层内的采样方差来获得采样方差的估计上界:

V̂neyman = ( N( f )
N( f ) + N(m))2

⋅ ( s2
c( f )

Nc( f ) +
s2

t ( f )
Nt( f ))

+ ( N(m)
N( f ) + N(m))2

⋅ ( s2
c(m)

Nc(m) +
s2

t (m)
Nt(m))
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分层随机试验: 线性回归

• 在超总体的视角, 我们考虑分层随机实验的回归方法。假设
层数为 J, 每个层内均有无限数量的个体。在分层随机实验
的回归方法中, 自变量除了处理指标外, 还包括层指标:

Yobs
i = τ ⋅ Wi +

J

∑
j=1
β( j) ⋅ Bi( j) + εi

• 考虑的 τ 最小二乘估计:

(τ̂ols
, β̂

ols) = argmin
τ,β

N

∑
i=1

⎛⎜⎝Yobs
i − τ ⋅ Wi +

J

∑
j=1
β( j) ⋅ Bi( j)⎞⎟⎠

2

• 类似地, 在超总体观点的期望意义下:

(τ∗, β∗) = argmin
τ,β

E
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
⎛⎜⎝Yobs

i − τ ⋅ Wi +
J

∑
j=1
β( j) ⋅ Bi( j)⎞⎟⎠

2⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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分层随机试验: 线性回归

• 在分层随机实验的回归分析中, 最小二乘估计 τ̂ols 不一定是
超总体平均治疗效果 τsp 的相合估计。

• 然而, 分层随机实验回归的最小二乘估计 τ̂ols 是层内平均效
应 τsp( j) 的加权平均值的相合估计, 其中每个层的权重记为
ω( j) :

ω( j) = q( j)⋅e( j)⋅(1−e( j)), 以及 τω =
J

∑
j=1
ω( j)⋅τsp( j)/ ( J

∑
j=1
ω( j))

• 其中 q( j) = N( j)/N, e( j) = Nt( j)/N( j) 以及
τsp( j) = E [Yi(1) − Yi(0) ∣ Bi( j) = 1] 。此时 τ̂ols 是 τω 的相
合估计。
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分层随机试验: 线性回归

• 考虑在超总体中进行有限抽样, 在该有限样本集上进行的分
层随机试验, 则有 τ∗ = τω 且

√
N ⋅ (τ̂ols − τω) d

⟶ N
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝0,

E [(Wi −∑J
j=1 q( j) ⋅ Bi( j))2

⋅ (Yobs
i − τ∗ ⋅ Wi −∑J

j=1 β
∗
j ⋅ Bi( j))2]

(∑J
j=1 q( j) ⋅ e( j) ⋅ (1 − e( j)))2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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分层随机试验: 线性回归

• Yobs
i = τ ⋅ Wi ⋅

Bi( j)
N( j)/N +∑J

j=1 β( j) ⋅ Bi( j) +∑J−1
j=1 γ( j) ⋅ Wi ⋅(Bi( j) − Bi(J) ⋅ N( j)

N(J)) + εi

• τ∗ = τsp
•

√
N ⋅ (τ̂ols,inter − τsp) d

⟶

N (0,∑J
j=1 q( j)2 ⋅ ( σ

2
c( j)(1−e( j))⋅q( j) + σ

2
t ( j)

e( j)⋅q( j)))
• 一般而言，τ̂ols,inter 的样本方差大于 τ̂ols .
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分层随机试验: 基于模型的推断方法

• 在分层随机实验中, 也可以考虑基于模型的推断方法。分为
两种情形考虑。

• 若层数很少, 而每个层有很多个体: 则可以将参数先验地设
置为独立。

• 不失一般性, 层 j 的潜在结果的条件联合分布为:

( Yi(0)
Yi(1) ) ∣ Bi( j), θ ∼ N (( µc( j)

µt( j) ) ,( σ2
c( j) 0
0 σ

2
t ( j) ))

• 其中 (µc( j), µt( j)) 和 (σ2
c( j), σ2

t ( j)) 分别是层 j 的潜在结
果服从的正态分布的期望和方差。

• 此时参数向量是
θ = (µc( j), µt( j), σ2

c( j), σ2
t ( j),w = 0, 1, j = 1, . . . , J) 。

• 一般假设 µc( j) 和 µt( j) 的先验服从正态分布, 而 σ2
c( j) 和

σ
2
t ( j) 的先验服从逆卡方分布。
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分层随机试验: 基于模型的推断方法

• 若层数很多, 而每个层个体数量较少时: 则可以通过施加限
制条件 (如等式约束), 将所有层 j 的潜在结果的方差 σ2

c 和
σ

2
t 限制为跨层相同:

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

µc(1)
µc(2)

⋮
µc(J)
µt(1)
µt(2)

⋮
µt(J)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∼ N

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

γc
γc
⋮
γc
γt
γt
⋮
γ

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

η
2
c 0 ⋯ 0 ρσcσt 0 ⋯ 0
0 η

2
c ⋮ 0 ρσcσt ⋮

⋮ ⋱ ⋮ ⋱
0 ⋯ η

2
c 0 ⋯ ρσcσt

ρσcσt 0 ⋯ 0 η
2
t 0 ⋯ 0

0 ρσcσt ⋮ 0 η
2
t ⋮

⋮ ⋱ ⋮ ⋱
0 ⋯ ρσcσt 0 ⋯ η

2
t

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
• 此时, 参数向量为 θ = (σ2

c , σ
2
t , γc, γt, η

2
c , η

2
t ) 。
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1 实验性研究：线性回归

2 实验性研究：基于模型的推断方法

3 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

4 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

5 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用

6 总结
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配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

• 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）是分层
随机实验的一个特殊情况。其中每个层正好包含两个个体,
随机选择一个分配给治疗组, 另一个则分配给对照组。

• 然而, 每一个阶层中治疗组和对照组均只有一个个体的事实
意味着我们无法使用奈曼抽样方差的估计量, 由于奈曼对平
均因果效应的方差估计量要求存在至少两个单位分配给每个
层内的治疗组与对照组。

• 此外, 配对随机实验中每个层具有相同比例的处理单元, 这
允许我们对称地分析层内估计, 即平均治疗效果的自然估计
量将对每一层以等权重进行加权。
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配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

• 假设群体中有 N 个个体, 则配对随机实验的层数为 J = N/2, 每层
中均有一个个体被分配接受治疗, 另一个个体接受对照, 即
Nt( j) = Nc( j) = 1,N( j) = 2 对于所有 j = 1, . . . , J◦ 设 Gi 个体 i 所
属层的示性函数, 则 Gi ∈ {1, . . . ,N/2} 。由于该示性函数不受治
疗指标影响, 故可认为是治疗前指标 (即协变量)。

• 配对随机实验的每一层中，分配机制均有 ( N( j)
Nt( j) ) = ( 2

1 ) = 2

种可能的情形, 因此总体的分配机制 W 是:

p(W ∣ X,Y(0),Y(1)) = N/2

∏
j=1

( N( j)
Nt( j) )−1

=
N/2

∏
j=1

1
2 = 2−N/2

, 对于W ∈ W+

其中

W+ = {W ∣ ∑
i∶Gi= j

Wi = 1 for j = 1, . . . ,N/2}
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配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

• 在每一层中, 随机将一个个体标记为 A, 另一个体标记为 B 。
对于所有层 j = 1, . . . ,N/2, 设 (Y j,A(0),Y j,A(1)) 和(Y j,B(0),Y j,B(1)) 分别为个体 A 和个体 B 的潜在结果。在层
j 内, 设 W j,A 和 W j,B 分别为个体 A 和个体 B 的治疗指标,
显然有 W j,A = 1 − W j,B, 且
Pr (W j,A = 1 ∣ Y(0),Y(1),X) = 1/2.

•

Yobs
j,A = { Y j,A(0) if W j,A = 0,

Y j,A(1) if W j,A = 1, 以及 Yobs
j,B = {Y j,B(0) if W j,A = 1

Y j,B(1) if W ji,A = 0

• 则层 j 内的平均治疗效果 τpair ( j) 为:

τpair ( j) = 1
2 ∑

i∶Gi= j

(Yi(1) − Yi(0)) = 1
2 ((Y j,A(1) − Y j,A(0)) + (Y j,B(1) − Y j,B(0)))
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配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

• 总体的平均治疗效果为:

τfs =
1
N

N

∑
i=1

(Yi(1) − Yi(0)) = 2
N

N/2

∑
j=1
τpair( j)

• 此外, 记层 j 内的观测结果和缺失结果分别为;

Yobs
j,c = { Yobs

j,A if Wi,A = 0,
Yobs

j,B if Wi,A = 1,
以及 Yobs

j,t = {Yobs
j,B if Wi,A = 0

Yobs
j,A if Wi,A = 1
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配对随机实验：Fisher 精确 P 值方法

• 在配对随机实验中, 通过费希尔的尖锐零假设, 可以评估因
果效应的显著性, 其中零假设仍然为个体无治疗效果:

H0 ∶ Yi(0) = Yi(1), 对于所有i = 1, . . . ,N

• 在已知分配机制时，假设零假设 H0 成立时，对于任何固定
的统计量, 可以导出其随机化分布, 从而计算对应的 P 值 (
FEP) 。对于统计量, 一个自然的选择是每对受试者治疗结
果和对照结果之间的平均差异:

T dif =
»»»»»»»»»»»1

J

J

∑
j=1

(Yobs
j,t − Yobs

j,c )»»»»»»»»»»»
=
»»»»»»»»»»»1

J

J

∑
j=1

(W j,A ⋅ (Yobs
j,A − Yobs

j,B ) + (1 − W j,A) ⋅ (Yobs
j,B − Yobs

j,A ))»»»»»»»»»»»
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配对随机实验：Neyman 重复抽样法

• 接下来考虑奈曼重复抽样方法的统计量:

V̂neyman (Ȳobs
t − Ȳobs

c ) = s2
c

Nc
+

s2
t

Nt

•

s2
c = 1

Nc − 1 ∑
i∶Wi=0

(Yi(0) − Ȳobs
c )2

= 1
Nc − 1 ∑

i∶Wi=0
(Yobs

i − Ȳobs
c )2

•

s2
t = 1

Nt − 1 ∑
i∶Wi=1

(Yobs
i − Ȳobs

t )2
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配对随机实验：Neyman 重复抽样法

• 与费舍尔的精确 P 值方法不同, 由于每层只有一个个体接受
治疗和对照, 因此无法直接得到 s2

t 和 s2
c 的估计, 从而奈曼

的重复抽样方法无法直接应用于分层随机试验。
• 为了解决样本方差无法估计的问题，可以假设层内及层间的
治疗效果均为相同的常数且具有可加性, 从而层内的样本方
差为:

VW (τ̂pair ( j)) = 2 ⋅ S 2( j), 其中S 2( j) = S 2
c( j) = S 2

t ( j)
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配对随机实验：Neyman 重复抽样法

• 因此总体的样本方差为:

VW (τ̂dif) = 1(N/2)2

N/2

∑
j=1

(S 2
c( j) + S 2

t ( j) − S 2
ct( j)
2 ) = 4

N ⋅ S 2

• 对该统计量可以通过计算对水平治疗效果估计的样本方差来
估计:

V̂pair (τ̂dif ) = 4
N ⋅ (N − 2) ⋅

N/2

∑
j=1

(τ̂pair ( j) − τ̂dif )2

• 值得注意的是, 如果治疗效果存在异质性, 那么该样本方差
估计量是向上偏置的, 相应的置信区间在通常的统计学意义
上是保守的。
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配对随机实验：Neyman 重复抽样法

• 假设有 J 对个体，从每对中随机分配一个个体接受治疗, 另一个个
体接受对照, 则 τ̂dif 是 τfs 的无偏估计, 且 τ̂dif 的真实样本方差为:

VW (τ̂dif) = 1
N2

N/2

∑
j=1

(Y j,A(0) + Y j,A(1) − (Y j,B(0) + Y j,B(1)))2

• 该样本方差的估计量为:

V̂pair (τ̂dif) = 4
N ⋅ (N − 2) ⋅

N/2

∑
j=1

(τ̂pair( j) − τ̂dif)2

E [V̂pair (τ̂dif )] = VW (τ̂dif ) + 4
N ⋅ (N − 2) ⋅

N/2

∑
j=1

(τpair ( j) − τ)2

• 可以看出, 若层内及层间的治疗效果均为相同的常数且具有可加
性，则 V̂pair (τ̂dif ) 是 VW (τ̂dif ) 的无偏估计量。
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1 实验性研究：线性回归

2 实验性研究：基于模型的推断方法

3 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

4 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

5 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用
因果推断在观察性研究中的非混淆性
倾向性得分估计

6 总结
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因果推断在观察性研究中的非混淆性

1 实验性研究：线性回归

2 实验性研究：基于模型的推断方法

3 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

4 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

5 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用
因果推断在观察性研究中的非混淆性
倾向性得分估计

6 总结
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因果推断在观察性研究中的非混淆性

因果推断在观察性研究中的非混淆性

• 在观察性研究中, 治疗分配的概率是一个未知的函数。然而, 实验
者常常保持分配机制的非混淆性假设，即在给定协变量的条件下,
分配不依赖于潜在结果。此外, 我们假设分配机制是个体化的和概
率的。

• 对于非混淆性假设, 一个很好的理解是协变量包含了充分的信息,
即在两个个体具有同样的充分信息 (协变量) 的条件下, 可以将总
体的分配机制视为分层随机实验。

• 本质上, 基于非混淆性假设, 实验者可以利用协变量的匹配方法来
推断个体的缺失潜在结果。

• 然而, 由于协变量通常在样本中呈现出许多不同的值, 且协变量在
许多研究中是高维的, 因此可能会有相当多的个体无法精确匹配
协变量。

• 在这种情况下, 我们可以比较治疗前变量值“相似”但不完全相同
的治疗组和对照组的结果, 该比较的合理性基于平滑度和建模假
设, 以及关于一个协变量与另一个协变量之间差异权衡的决策。
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因果推断在观察性研究中的非混淆性

因果推断在观察性研究中的非混淆性

• 在超总体的视角中, 同样可以考虑非混淆性的假设。
• 若超总体中的分配机制具有非混淆性, 则:(Yi(0) ∣ Wi = 1, Xi) ∼ (Yi(0) ∣ Wi = 0, Xi) , for i = 1, . . . ,N

且(Yi(1) ∣ Wi = 0, Xi) ∼ (Yi(1) ∣ Wi = 1, Xi) , for i = 1, . . . ,N

其中表示服从相同的分布。
• 在超总体中的非混淆性假设使得我们可以通过调整观察到的
协变量的差异来消除治疗组和对照组之间比较的所有偏差。

• 虽然在理论上可行, 但在实践中, 高维的协变量将很难实现
精确的匹配。
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因果推断在观察性研究中的非混淆性

因果推断在观察性研究中的非混淆性

• 与充分统计量的想法类似, 引入平衡分数从而找到低维的协
变量函数, 且平衡分数的相等足以消除与治疗前变量差异相
关的偏差。

• 因此, 在给定平衡分数的情况下, 接受积极治疗的概率就不
依赖于协变量。

• 称协变量的函数 b(x) 为均衡得分, 若

Wi y Xi ∣ b (Xi)
• 显然, 均衡得分不唯一: 首先协变量 Xi 本身就是一个均衡得
分, 此外任何一个均衡得分的一对一函数也是一个均衡得分。

• 这里我们最感兴趣的是低维均衡得分。其中, 一个标量均衡
得分是倾向性得分 e (Xi)。
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因果推断在观察性研究中的非混淆性

因果推断在观察性研究中的非混淆性

• 倾向性得分是均衡得分, 即 Wi y Xi ∣ e (Xi) 或
Pr (Wi = 1 ∣ Xi, e (Xi)) = Pr (Wi = 1 ∣ e (Xi))◦

• 证明：

Pr (Wi = 1 ∣ Xi, e (Xi)) = Pr (Wi = 1 ∣ Xi) = e (Xi)
其中第一个等式成立, 由于倾向性得分是协变量 Xi 的函数,
第二个等式由倾向性得分的定义可证。由重期望公式:

Pr (Wi = 1 ∣ e (Xi)) = E [Wi ∣ e (Xi)] = E [E [Wi ∣ Xi, e (Xi)] ∣ e (Xi)]
=E[e (Xi) ∣ e (Xi)] = e (Xi)
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因果推断在观察性研究中的非混淆性

因果推断在观察性研究中的非混淆性

• 在给定个体的均衡得分 b (Xi) 的条件下, 个体的治疗指标 Wi 与潜
在结果独立。

• 若分配机制具有非混淆性，则在给定倾向性得分时，分配机制满
足:

Wi y Yi(0),Yi(1) ∣ b (Xi) .
• 证明：我们证明

PrW (Wi = 1 ∣ Yi(0),Yi(1), b (Xi)) = PrW (Wi = 1 ∣ b (Xi))
首先, 由重期望公式:
PrW (Wi = 1 ∣ Yi(0),Yi(1), b (Xi)) = EW [Wi ∣ Yi(0),Yi(1), b (Xi)]

= E [EW [Wi ∣ Yi(0),Yi(1), Xi, b (Xi)] ∣ Yi(0),Yi(1), b (Xi)]
由非混淆性, 内层的期望等价于 E [Wi ∣ Xi, b (Xi)], 由均衡得分的
定义, 上述表达等价于 E [Wi ∣ b (Xi)] 。因此
E [EW [Wi ∣ b (Xi)] ∣ Yi(0),Yi(1), b (Xi)] = E [Wi ∣ b (Xi)] = Pr (Wi = 1 ∣ b (Xi))
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因果推断在观察性研究中的非混淆性

因果推断在观察性研究中的非混淆性

• 倾向性得分是最粗的均衡得分, 即倾向性得分是每个均衡得
分的函数。

• 证明：若倾向性得分不行写成均衡得分的函数, 则存在不同
的 x 和 x′, 使得 b(x) = b (x′), 同时 e(x) ≠ e (x′) 。

• Pr (Wi = 1 ∣ Xi = x) = e(x) ≠ e (x′) = Pr (Wi = 1 ∣ Xi = x′) .
• 因此 Wi 和 Xi 在给定 b (Xi) = b(x) 的条件下不独立, 而这与
均衡得分的定义相矛盾。
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倾向性得分估计

1 实验性研究：线性回归

2 实验性研究：基于模型的推断方法

3 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

4 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）

5 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用
因果推断在观察性研究中的非混淆性
倾向性得分估计

6 总结
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倾向性得分估计

倾向性得分估计

• 在实证研究中, 协变量的数量通常相对于个体的数量很大。
因此, 将所有协变量都包含在倾向性得分的估计模型中并不
是一个好的选择。

• 此外, 对于一些影响作用较大的协变量, 仅仅包含它们的线
性项可能会导致模型欠拟合, 这里我们利用逐步回归的思想
来选择协变量和二次项（包括平方项和交互项）, 包含在倾
向性得分的预测模型中。

• 考虑使用逻辑回归模型来估计倾向性得分, 其中接受治疗的
对数几率 ( log odds ratio) 是协变量和二次项（包括平方项
和交互项）的线性函数, 其中系数未知, 利用最大似然估计
来估计系数。利用逐步回归的思想, 我们接下来讨论协变量
的选择。

李昊轩 北京大学，大数据科学研究中心

因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用 82 / 97



实验性研究：线性回归 实验性研究：基于模型的推断方法 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments） 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments） 因果推断的潜在结果框架在观察性研究的应用 总结

倾向性得分估计

倾向性得分估计 Step 1：基础协变量的选择

• 在第一步中，我们在实验的先验性决策下选择 KB 个基础协
变量。

• 记个体的协变量为 Xi, 维数为 K 。基础协变量的选择包括
两类协变量, 均依赖于先验性信息。

• 一类是对分配机制有解释作用的协变量, 另一类是对潜在结
果高度相关的协变量。

• 如果研究人员对协变量无先验性信息, 可以设置 KB = 0 。
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倾向性得分估计

倾向性得分估计 Step 2：增加协变量的线性组合项

• 在第二步中, 我们选择一些其余的协变量, 逐步引入倾向性
得分的估计模型, 现有 K − KB 个协变量未被引入模型。

• 每次考虑将一个剩余协变量迭代地纳入逻辑回归模型, 设某
时刻已经选择了 K̃L 个协变量, 作为回归模型中的线性组合
项, 其中包括维数为 KB 的基础协变量。

• 对每个剩余的 K − K̃L 个协变量, 分别将其纳入已有的逻辑
回归模型, 并计算似然比统计量（likelihood ratio statistic）
来评估新纳入的协变量在回归模型中系数为 0 的零假设。

• 若所有协变量被分别纳入原回归模型中, 似然比统计量均低
于一个预先设置的临界值 CL, 则不纳入剩余的协变量, 此时
模型中只包括原模型的 K̃L 个协变量的线性组合。
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倾向性得分估计

倾向性得分估计 Step 2：增加协变量的线性组合项

• 若至少有一个协变量被纳入后的似然比统计量超过了预先设
置的临界值 CL, 则将似然比统计量最大的一个协变量纳入
模型中。

• 目前我们有 K̃L + 1 个协变量被纳入模型, 接下来检验剩余的
K − K̃L − 1 个协变量的似然比统计量, 来判断其是否应被纳
入现有模型。

• 我们迭代上述过程, 直到剩余协变量的似然比统计量均小于
CL, 记迭代最终模型的协变量维数为 KL 。
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倾向性得分估计

倾向性得分估计 Step 3：引入二次项和交互项

• 在第三步中, 我们考虑哪些二次项和交互作用应包含在倾向
性得分的模型中。

• 假设在第二�之后, 我们已经将 KL ≤ K 个协变量的线性组
合纳入了回归模型, 现考虑将这些协变量的 KL ⋅ (KL + 1) /2
个二次项和交互作用纳入回归模型。

• 应该注意, 该方法只考虑了第二�选择的 KL ≤ K 个协变量
的高阶项。

• 与第二步的思想类似, 设某时刻已经在 KL ⋅ (KL + 1) /2 个
二次项和交互作用中选择了 K̃Q 个，接下来对剩余的项分别
纳入现有模型, 得到 KL ⋅ (KL + 1) /2 − K̃Q 个逻辑回归模型,
并分别计算似然比统计量 (likelihood ratio statistic) 来评估
新纳入的项在回归模型中系数为 0 的零假设。
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倾向性得分估计

倾向性得分估计 Step 3：引入二次项和交互项

• 若至少有一个项被纳入后的似然比统计量超过了预先设置的
临界值 CQ, 则将似然比统计量最大的一个协变量纳入模型
中。

• 接下来检验剩余的 KL ⋅ (KL + 1) /2 − K̃Q − 1 个项的似然比
统计量, 来判断其是否应被纳入现有模型。

• 我们迭代上述过程, 直到剩余项的似然比统计量均小于 CQ。
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倾向性得分估计
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1 实验性研究：线性回归

2 实验性研究：基于模型的推断方法

3 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）

4 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）
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总结

• 实验性研究：线性回归：估计量的相合性不依赖于模型的正
确假设。

• 实验性研究：基于模型的推断方法：为所有潜在结果建立一
个随机模型, 通过贝叶斯方法, 使用假设模型来估算给定观
察数据的缺失潜在结果。

• 分层随机试验（Stratified Randomized Experiments）：线性回
归模型的如何设定，使得估计量具有相合性？

• 配对随机实验（Pairwise Randomized Experiments）：如何解
决层内治疗组与对照组样本方差不可估？

• 因果推断在观察性研究中的非混淆性：均衡得分与倾向性得
分。

• 倾向性得分估计：基于逐步回归的思想。
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Thanks!
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